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transformacje Lorentza - wyprowadzenie

Transformacje wspotrzednych musza by¢ liniowe:
2’ = ax+ bt x=az +bt
Poczatek ukladu S’ jest w 2’ = 0 i spelnia réwnanie:
O=ax+bt = ——=-=v
Podobnie poczatek x = 0 uktadu S spelnia réwnanie:
0=da2" +v't = —2— == =—v

Podstawiamy za a i b:

¥ =a(z—vt) oraz z=d (z' +vt') (%)

Z@danie symetrii przy zmianie S na S’ prowadzi do
warunku

l
a=a
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Transformacje Lorentza - Einsteina

Przypusémy, ze wysylamy sygnal $wietlny w chwili ¢ = ¢’ = 0 z punktu
=12 =0

' =ct' oraz x=ct

Korzystajac z réwnan (%) dostajemy:
ct' = a(ct —vt) oraz ct = a(ct’ + vt')
Mnozac powyzsze réwnania stronami dostajemy:

1
At = d*tt' (P —v?) = 4= ———— =

v
Tt/ v(v)
A wigc transformacje wspélrzednych przestrzennych maja postac:

/!

¥ =~(x—vt) oraz z =2 + vt

Wspblrzedne przestrzenne prostopadte do kierunku ruchu transformuja sie
trywialnie:

Yy =y oraz 2 =z
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Transformacje Lorentza - Einsteina

Aby znalezé transformacje wspélrzednych czasowych, przeksztalcamy réwania

(%) do postaci:
2(1 —a?)

av

/
t’zﬁ—x—zi—g(x—vt)zat—i—

avt' =z —ar’ =
aw v av v

Podstawiajac a = v znajdujemy transformacje wspotrzednych czasowych:
, v , T
tz’y(t—;) oraz t:'y(t +c_2>

Podsumowujac, tranformacje Lorentza-Einsteina majg postaé:

(z — vt) x = (a' +vt)

a:zw }
w przod z':z w tyt P
t'=7(t- ) t=v(t’+”)
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Niezmienniczy interwal czasoprzestrzenny

7 niezmienniczosci predkosci $wiatla wynika, ze jesli ¢2At? — Az? = 0, to
réwniez spelniony jest warunek ¢?At'? — Az'? = 0.

Rozwazmy transforamacje wielkosci As? = 2At? — Az?:

/

2
VT
As? = ct? — 2% = ?4? <t’2 + ?) — 2 (@ 4 ot')? =

2

v

_ '72 (c2t/2 + 2t + _230/2 22 ot — v2t'2> _
&

2 2
— 2 (CQtIQ (1 _ U_2> 2 (1 _ U_2>) — 22 _ g2 (As')2
c c

A wiec jesli ?At? — Az? = b to réwniez ¢?At'? — Az'? = b, dla dowolnego b.
Wielko$¢ As nazywamy niezmienniczym interwalem czasoprzestrzennym.

Przyklad: (dylatacja czasu) Rozwazmy dwa zdarzenia zachodzace w poczatku
uktadu S” w odstepie czasu t'.

ST (2, t) = (0,)
S (z,t) = (vt,t)

tl

V1—0v2/c? -7

} = AP-0=CP0 = t=
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Interpretacja fizyczna interwatu As?

e As? >0 (zdarzenia rozdzielone ‘czasopodobnie’)
Poniewaz ¢*t* > 2 wiec istnieje takie |v| = |x/t| < ¢ dla ktérego
2’ = ~y(x —vt) = 0, czyli istnieje S’ w ktérym oba zdarzenia zachodza w tym
samym miejscu, a wielko§é s/c =t jest czasem wlasnym.
e As? <0 (zdarzenia rozdzielone ‘przestrzennopodobnie’)
At <2? = |t/x| < 1/c. A wigc istnieje takie v = c*t/x < ¢, 7e
t' = ~(t —vz/c?) = 0, czyli istnieje S’ w ktérym oba zdarzenia zachodza
jednoczesnie, a wielkogé |s| jest dtugoécia wlasng (s = c?t'2 — 2/2 = 2/2),
o As? =0 ($wietlny, zerowy)
Poniewaz c*t* = 2% wiec |/t| = ¢ w kazdym ukladzie. A wicc nie istnieje
uktad w ktérym oba zdarzenia bylyby jednoczesne lub zachodzily w tym
samym miejscu (uklad taki musialby poruszaé sie z predkoscia Swiatla).
Przyklad: Czy mozna znalez¢ taki uklad w ktorym Chrzest Polski i Bitwa pod
Grunwaldem zaszlyby (a) w tym samym miejscu, (b) w tym samym czasie?

r1 — 29 ~ 200 km
ty —tog = 1410 — 966 = 444 lata

Interwat jest czasopodobny, wiec istnieje wiec taki uktad w ktérym oba
zdarzenia zachodza w tym samym miejscu. Uklad taki porusza sie od miejsca

} = As?=176-10°-4-10"">0

Wyktad 2 6 / 20



Diagramy czasoprzestrzenne

Wspélrzedne (t, z) dowolnego zdarzenia P przyjmuja rézne wartodci w
roznych uktadach odniesienia. Do opisu konieczna jest znajomosé praw

transformacyjnych.
ct' cta ct'
/. /

cta cta

Xy
Xy

Linia $wiata $wiatla Transformacja Galileusza Transformacja Lorentza
t' — linia $wiata punktu O w ukladzie (z,t),

2! — prosta réwnolegla do dowolnej prostej laczacej zdarzenia jednoczesne i
przechodzaca przez punkt ¢’ = 0.
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Diagramy Minkowskiego - jednostki

o Kat nachylenia i jednostka osi ct':

x =z +ot')

(x/’ Ct/) — (07 ]_) = t =~ (t, + UJ}//CQ)

= (x,ct) = (yv/c,7)

A wiec kat nachylenia dany jest przez tg6; = % S 164
c c

‘Na paniorge’: Licdnostka c 142
bap " 1jednostkact \ 1-p32 et @het)=(0,1)
(r.e)=(By.v)

o Kat nachylenia i jednostka osi z':

(@', ct')y=(1,0) = (x,ct) = (y,yv/c)

A wiec kat nachylenia dany jest przez:

c v
x &

N ., 1 jednostka z’ 1+ 52
a papierze’: =
bap 1 jednostka x 1-— 32

Jednostkowa dlugos¢ na osi wspolrzednej x wyznaczaja punkty przeciecia z
hiperbola: 2% — c?t?> = 1

X
(x",ct)=(1,0)
(x,c)=(v,By)
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Diagramy Minkowskiego - przyktad

Przyklad: (skrécenie dlugosci) Rozwazmy pret o dlugosei 1 m spoczywajacy w
uktadzie S’. Chcemy znalezé dtugo$é preta w ukladzie S.

S AC =1m

S: AC = }fgi — dlugosé ‘na papierze’

AB = AD — BD = (AC) cosf — (AC)sinftgh =

= (AC)cosf (1 —tg?0) =

Przyklad: (skrécenie dlugosci) Rozwazmy pret o dlugodei 1 m spoczywajacy w

uktadzie S. Cheemy znalezé dlugos$é preta w ukladzie S oft

d ’
S: AB=1 rln ci/en T right
end
S AE = od v/1+ 2 — dlugosé ‘na papierze’
cos

/1 2
Poniewaz jednostka na osi ' ma dlugosé \/%, wiec

w jednostkach osi 2’ dugo$é AE wynosi /1 — 32.

bycien (WFilS AGH) Szczegdbdlna Teoria Wzglednosci Wyktad 2 9 / 20



Wzglednos¢é réwnoczesnosci - przyktad

Lampy A, B, C, D, E umieszczono A

w réwnych odstepach wzdluz osi x.

W uktadzie w ktorym spoczywaja,

zapalaja sie w chwilach t4, tp, tc,

tpitg.

o Jaka jest kolejnoé¢ zapalania sie
lamp w ukladach Si §'?

o W jakiej kolejnosci $wiatto lamp
dociera do obserwatoréw O i O'?

tg [

o Gdzie znajduje si¢ obserwator O’
w chwili gdy dociera do niego tof:-
$wiatto lampy D7 te

ta=tc
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Wyscig zotwia i zajaca I

Zajac i z6tw startuja z tego samego
miejsca, jednak meta dla zotwia jest
o polowe blizej niz dla zajaca. Sedzia
znajdujacy sie w spoczynku
wzgledem gruntu stwierdza remis.

o Ktore punkty oznaczaja
przekroczenie mety odpowiednio
przez zajaca i zotwia?

o W momencie gdy jedno z nich
przekracza linie mety, gdzie
znajduje sie drugie?

o Kto wygral wedlug zajaca?

o Czy z6tw sie zgadza si¢ z zajacem?

M. Przybycien (WFiIS AGH)
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Wyécig zotwia z zajacem 11

Zajac i z0tw startuja naprzeciw siebie

i koficza na wspdlnej linii mety, majac '\ o ot ot
do przebycia jednakowe odlegtodci.

Sedzia znajdujacy sie w spoczynku
wzgledem gruntu stwierdza, ze obaj
wystartowali jednoczesnie i
jednoczesnie przekroczyli linie mety.

Podaj lokalizacje zdarzen:
o z6tw przekracza linie startu,

o gdzie wtedy (w ukladzie zélwia) ,
znajduje sie zajac? q_ 7

o zajac widzi start zélwia,

e czy zgadzaja sie z sedzia co do
réwnoczesnego przekroczenia linii [ T
startu i mety?

start meta
zolw
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Pociag przejezdzajacy przez tunel

Pociag i tunel maja jednakowe dlugo$ci wlasne Lo, i poruszaja sie ze wzgledng predkoscia v.

ct

G pociag H 1 tunel I X

GN\pocis H T el J X
@ W ktérym punkcie poczatek pociagu opuszcza tunel? (C)

W ktérym punkcie koniec pociggu wjezdza do tunelu? (D) <
@ W ktérym punkcie znajduje si¢ koniec pociggu, w uktadzie

zwiazanym z pociaggiem, w chwili gdy poczatek pociagu opuszcza tunel? (E)
@ W ktérym punkcie znajduje si¢ poczatek pociggu, w ukladzie zwigzanym z tunelem, kiedy
koniec pociagu wjezdza do tunelu?

@ Czy pociag zmiesci sie¢ w tunelu, w ukladzie zwigzanym z tunelem? A w ukladzie zwigzanym z
pociggiem?
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Efekt Dopplera - klasyczny

Fala dzwigkowa wysylana jest przez zrodlo Z, poruszajace si¢ z predkoscia uy
w kierunku odbiornika O, ktéry porusza sie w tym samym kierunku co zrédto
z predkoscia uy. Zrédlo wysyla impulsy o okresie T = 1/f.
Jaka jest czesto$é f’ impulséw rejestrowanych przez odbiornik?
N = (w—u))T
N —
7= e
w — Ugy w — Ugy w — Uy
Szczegdlne przypadki:

P=f(1-2) ey wi=0,up =0

w — U9

/
! — —
= Txojw gdy uy v,up =0
u,
=0 [Z1) 0]
L 1, I
! u
L ZD)—) o]
CowT oo

wT
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Relatywistyczny efekt Dopplera - podtuzny
W uktadzie S zrédla (7 =Ty =1/ fo):

r1 = ct1 = xg + vty

To = C(tg—nT)::)30+Ut2

T

M. Przybycien (WFiIS AGH)

Zrodlo

ct

t=nT

Obserwator

ct’

(2,89
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Relatywistyczny efekt Dopplera - podtuzny

To samo z innej perspektywy.

Zrodl
W ukladzie Obserwatora: e

0= —x9+cth

0 = —z9 —vnt + c(ta — n7)

skad
t2_t1 :n7(1+ﬂ)

Dylatacja czasu daje 7 = v7/, wiec

Obserwator

r="""_ aip =1, —1:2
1—
Awiee [ = foy| 1
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Relatywistyczny efekt Dopplera - poprzeczny

o Jaka czestotliwo$é widzimy gdy Zrédlo (S’) znajduje si¢ w najmniejszej
odlegtosci od obserwatora (5)?

y
Z punktu widzenia Zrédla S’, obserwator porusza sie v,
z predkoscig v przecinajac o§ ¢y’ w chwili gdy fotony Q- -
wyemitowane przez zrédlo wpadaja do jego oczu 1‘\ (case 1)
(S: 1T, 5 : Tp):
T x
A NN f= _fo 9

v V1-=p?

o Jaka czestotliwo$¢ widzimy gdy Zrédlo widzimy w najmniejszej odlegltosci
od obserwatora?

Fotony do oczu obserwatora S biegna wzdluz osi y. 2,

Kiedy obserwator widzi, ze zrédlo S’ przecina o$ y, £

widzi tez blyski o mniejszej czestotliwodci niz

emitowane przez zrodto:

T=Ty, = [=/fov1-p32 9 *

(case 2)
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Paradoks bliznigt

Paradoksy w teorii wzglednosci oznaczaja pozorna sprzecznosé¢ pomiedzy
wynikami do$wiadczen w zaleznosci od obserwatora.
Schemat doswiadczenia lezacego u podstaw paradoksu blizniat:
e Dwoch obserwatoréw A i B przeprowadza eksperyment zwiazany z
dylatacja czasu.
e Synchronizuja identyczne zegary (w tym samym ukladzie odniesienia).
o Nastepnie A wybiera sie w podréz w rakiecie z predko$cia v poruszajac
sie w wybranym kierunku przez okres czasu T4 /2, a nastepnie zawraca i
po czasie T4 /2 wraca na Ziemie, gdzie zostal jego kolega B.
e Obserwator B mierzac czas podrézy Tp na swoim zegarze jest w stanie
przewidzie¢ czas T4 zmierzony przez obserwatora A: Tg = vT4.
Paradoks, czyli pozorna sprzecznosé, pojawia sie gdy obserwator A twierdzi,
ze to B poruszal sie wzgledem niego najpierw z predkoscig —v, a nastepnie z
predkoscia v, i w zwiazku z tym T4 =~Tp.
Rozwigzanie: Obserwator A doznaje przyspieszenia podczas zawracania, co
tamie symetrie pomiedzy A i B, a wiec to A byl wpodrozy, a nie B.
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Paradoks blizniat - efekt Dopplera

Kazdy z obserwatoréw wysyla do drugiego sygnaly w rownych odstepach
czasu wlasnego (1/fy). Po zakoniczeniu podrézy poréwnuja zliczenia.

Obserwator B

Obserwator A

Calkowity czas podrézy:
Liczba wystanych sygnatow:
Kiedy widzi moment
zawracania obserwatora A:

Liczba odebranych sygnatow

1-p
fEwC

Pozostaly czas podrozy:

o czestoéci f = fo

Liczba odebranych sygnatéw

1+

o czestosci f = fo 15

TB:%

v

foTp = 2L

v

tmm=L+L=L1+p)

fltp = ol /152

thzﬁ—%Z%(l—ﬁ)

fltps = L5132

v

Calk. liczba odebranych sygn.: 2fol /1 32 = 2fol

v yv

Whniosek o uptywie czasu zmie- Ty = %

rzonego przez drugiego obserw.:

— 2L
TA v
_ 2foL
JoTa = =55
- L
tar = o5

fitar = L2L(1-p)

v

_ L
taz = o5

ftas = L2214+ 5)

Kazdy z obserwatoréw odbiera tyle sygnaléw ile drugi wystat pomiedzy poczatkiem i
koncem podrézy. Obydwoje zgadzaja sie co do zmierzonych uptywéw czasu.
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Paradoks bliznigt - pr

Podréz z Ziemi na Canopus:

99 101

0 7T W

L=99ly U:101

1
%TA =20lat  Tp = 101 lat

1
v :’Y(t—Z—g) = t’=§TA

= t=0.98z + 3.96

Podréz z Canopus na Ziemie:

v(x — 198)
o= (e )

= t=-0.98z 4 198.04

=

RETURN

time

worldline

_— ofEarh

TOEARTH ~~_} ¢

Earth clock

reads 202-3.96 B

= 198.04 years.

Line of simultaneity
for astronaut as she
leaves Canopus

Line of simultaneity
for astronaut as she
arrives at Canopus

Earth clock
reads 3.96 years.

STARTAT — ©

EARTH

worldline of

/ returning astronaut

TURNAROUND
I AT CANOPUS

B ridiine of

outgoing astronaut

space ——3p




